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rie Schmidt'sche Buch- und Musikalien -Druckerei in Halle empfiehlt sich zu allen 
in diese Fächer schlagenden Arbeiten und liefert solche franco Leipzig. 



Kürzlich erschienene mathematische 
Schriften. 

Schloemilcliy Prof. Dr. 0., Theorie der Differenzen und 
Summen, gr. 8. 16 Bogen. IV3 Thlr. 

Der durch anderweite rnaUiematische Schriften ans dem Gebiete der hö- 
hern Mathematik rühmlichst bekannte Verfasser liefert hier ein Compen- 
dium für acadomische Vorlesungen und zum Selbstunterricht für Studi- 
rende. Die Schrift dürfte Freunden der Wissenschaft um so willkommener 
sein, als noch kein V\'^erk existirt, welches die zahlreichen, in verschiedenen 
Zeitschriften und einzelnen Werken zerstreuten Erweiterungen enthielte, wo- 
mit die Theorie der Differenzen und Summen in neuerer Zeit beschenkt wor- 
den ist. — 

Die Entdeckung der Differentialrechnung durch Leibniz. Mit 
Benutzung der Leibniz'schen Manuscripte auf der königi. 
Bibliothek in Hannover, dargestellt von Dr. C. J. Gerhardt. 
Mit Holzschn. 4. 1848. 20 Sgr. 

Diese Monographie, welche zugleich die Biographie des Entdeckers der 
Differentialrechnung „Leibniz" in sich schliesst, muss für jeden Mathematiker 
von dem grössten Interesse seil. Die Tüchtigkeit dieser Arbeit wurde bereits 
von allen Kritiken anerl^annt. 



Anzeig^e 

der in vielen Schulen eingeführten und zum Selbststudium be- 
nutzten mathematischen Schriften des Dr. Wiegand. 

Die merkwürdigen Punkte des Dreiecks mit Rück- 
sicht auf harmonische Theilung. Eine reiche Fund- 
grube von üebungsaufgaben aus der construirenden Geome- 
trie, ebenen Trigonometrie und Algebra. Von Dr. August 
Wiegand. 2 gänzlich umgearbeitete u. vermehrte Auflage. 
1848. 8 15 Sgr. 

Herr Professor Grunert sagt in seinem Archiv für Malhem. u. Phys. 
über diese Schrift: 

Jeder Mathematiker weiss, wie viele interessante Beziehungen die so- 
genannten merkwürdigen Punkte des ebenen Dreiecks darbieten. Es war da- 
her ein glücklicher Gedanke des Herrn Verfassers, diese ganze Lehre in sy- 
stematischem Zusammenhange ausfuhrlich zu bearbeiten, und dadurch zugleich 
ein System höchst zweckmässiger üebungsaufgaben für die auf dem Titel ge- 
nannten Theile der Wissenschaft aufzustellen. Die Ausführung dieses Gedan- 
kens von Seiten des Heirn Verfassers lässt nichts zu wünschen übrig, und 
die verschiedenen Aufgaben sind oft mit besomlerer Eleganz behandelt; zu- 
gleich ist, wenn auch vorzugsweise die trigonometrische und algebraische Me- 
thode, die der Hr. Verfasser in dieser Schrift mit vorzüglichem Geschick und 
oft auf sehr einfache und elegante Weise handhabt, Anwendung gefunden zu 
haben scheinen, für möglichste Abwechselung der Methoden gesorgt worden, 
so dass wir diese Schrift, so wie zu allgemtiiner Berücksichtigung in Bezug 
auf ihren interessanten Inhalt an sich, namentlich auch allen denen sehr em- 
pfehlen, welche sich in der feineren Geometrie zu üben beabsichtigen. 
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irer Unterschied zwischen der höheren Analysis und der ele- 
mentaren Arithmetik besteht ohne Zweifel darin, dass es jene mit ste- 
tig veränderlichen Zahlen, letztere dagegen mit solchen Grössen zu 
thun hat, welche aus diskreten Theilen der Einheit zusammengesetzt 
sind, und man könnte daher, wenn man sich ausnahmsweise in der 
strengen Wissenschaft einmal die bildhche Rede erlaubt, die Verglei- 
chung aussprechen, dass die höhere Analysis die organische, die Ele- 
mentararithmetik dagegen die unorganische Veränderung der Zahlen 
betrachte. Es würde nun aber zu Nichts führen , wenn man hier 
bei der Supposition einer einzigen dergleichen schlechthin veränderH- 
chen Zahl stehen bleiben wollte, weil sich über eine solche Zahl, eben 
wegen ihrer absoluten Veränderlichkeit, nur äusserst wenig und zwar 
ungefähr Dasselbe wie über die Zeit sagen liesse, und so fand sich 
die Wissenschaft genöthigt, einen Schritt weiter zu gehen, indem sie 
mehrere Variable, zwischen denen irgend ein Zusammenhang stattfin- 
det, in Untersuchung zog Allbekannt ist es, dass diese Betrach- 
tung auf den allgemeinsten Begriff der Mathematik, nämlich auf den 
Begriff der Funktion, führte und erst seit der Zeit, wo dieser Begriff 
in seiner Reinheit und in seinem ganzen Umfange gefasst wurde, hat 
sich die Wissenschaft zu demjenigen Grade der Allgemeinheit erhoben, 
welcher ihrer würdig und ihr überhaupt erreichbar ist. Je weniger 
man diese Bemerkung in Abrede stellen wird , desto mehr muss es 
befremden, dass man gerade einem der Haupt- und Fundamentalpro- 
bleme, welches schon ans der blossen Aufstellung einer Funktions- 
gleichung hervorgeht, eine (wenigstens gegenwärtig) viel geringere Auf- 
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luerksamkeit geschenkt hat, als dasselbe seiner Wichtigkeit nach ver- 
dient; findet nämhch zwischen einer unabhängigen Variable y und ei- 
ner abhängigen VeränderUchen x eine Gleichung von der Form 

1. aj = tp(y') 

statt, so kann umgekehrt auch y als eine Funktion von x betrachtet 
werden , indem man x und y ihre Rollen tauschen lässt und den 
Charakter der absoluten Veränderhchkeit von y auf x überträgt; man 
kann daher setzen: 

2. y = q)(x) 

und hat nun die Aufgabe: „aus der Form der gegebenen Funktioni/^ 
die Form der unbekannten Funktion q) abzuleiten", was nichts An- 
deres ist als das Problem von der ümkehrung gegebener 
Funktionen. — Man wird leicht bemerken, dass diese Aufgabe die 
Auflösung aller mögHchen, sowohl algebraischen als transscendenten, 
Gleichungen implizirtj denn setzen wir z. ß*, um bei einer sehr be- 
kannten astronomischen Gleichung stehen zu bleiben^ 

aj == t/ — ssiny 
worin e eine Constante bezeichnen mag, so ist die umgekehrte Funk- 
tion y = <f (p) nichts weiter als eine Wurzel der aufgestellten trans- 
scendenten Gleichung. 

Die älteren Behandlung^en. 

Den ersten Versuch zur Lösung der angedeuteten allgemeinen 
Aufgabe finden wir hd Newton; für den besonderen Fall nämlich, dass 
man durch successive Potenzirung der Reihe und EHmination der hö- 
heren Potenzen von y zur Umkehrung der Reihe (oder Funktion) ge- 
langen will," giebt er folgendes Beispiel*). Proponalur aequalio ad 
areain Hyperbolac 



*) Commerciuin epistolicum pag. 187 > ferner Analysis per Quantitatum series, 
ßuxiones ac differentias : cum enmneratione Unearum tertii ordinis. Amstelodami 1723, 
pagg. 34, 35 und Epistola ad Oldenburg posterior cum Leibnitio communicanda. Leipri, 
Opp. T. Hl, pag. 75. Der Gleichförmigkeit habe ich oben w und y da gesetzt, wo 
bei Newton z und x stehen. 



^ = «Z+il/' + -r 2/' + -i^' + i !/' + ».. 
Et partibu$ ejus multiplicatis inter se, emerget 

a?2 = ^' + «/' + Tiy* + i«/' + -.-v 

Jam de x aufero ■^x'^ et restat 

a; -^x -^y ^y — ^y^ — -^y ... 

Huic addo -^x^, et fit 

x-^^x'^ + ^x^^y+i^y^ + '^yK.., 
Aufero ^^*, et restat 

Addo ilo*') «^ ß 

quam proxtme, sive y=iX — -^ x'^ + -^ J(:^ — Ä'^^ + liö^^ ß^^» '* 
Stellt man die Newton'sche Methode in allgemeinen Symbolen dar, m 
dem manJ7 = ay + hy"^ + c^^ + etc. setzt, so erhält man zunächst durch 
successive Potenzirungen Gleichungen von folgenden Formen: 

X = ay + hy^ + cy^ + dy^ + ... 

x^= a'y^+by + eY+'" 

x^^ a'Y+b'Y + ... 



Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit J , die 
zweite mit B, die dritte mit C etc. multiphcirt hat, wobei A, B, C 
etc. vor der Hand noch unbestimmte Koefficienten sind, so wird 
Ax + Bx^ + Cx^ + Dx^ + .... 
= Aay + (Ah + Ba') y'^ 

+ (Ac + Bh' + Ca'') y^ 

+ {Ad + Bc' + CV -\'Da'") y\ 

+ . 

und wenn man jetzt die Grössen A, B , C, D etc. so bestimmt, dass 
Aa = l 
46 + S'a = o; 
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Äc + Bhr + Ca" = 
Äd + Bc* + Cb" + Da'** ^ 
etc. 
ist, so bleibt auf der rechten Seite der vorigen Gleichung nur y ste- 
hen und man hat bei umgekehrter Stellung 

y Ä ijr + Bx^ + Cx^ + Dx"^ + 

womit die Aufgabe wieder in Form einer Reihe gelöst ist. 

So einfach dieses Verfahren bei ein«r nur schematischen Dar- 
stellung aussieht, so complizirt wird es bei der detaillirten Ausführung. 
Das Gesetz nämhch, nach welchem sich die Koefficienten a\ &', c' etc., 
a", 6", c" etc. bilden, hängt unmittelbar mit dem Bildungsgesetze der 
Polynomialcoefficienten zusammen und man weiss, dass letzteres sich, 
zwar leicht in Gestalt einer Rekursionsformel, aber nur sch'yer in ei- 
ner independenten Formel ausdrücken lässt. Zwar hat sich die com- 
binatorische Schule unter Hindenhurg, Eschenbach, Rothe u. A. un- 
endüche Mühe mit der independenten Entwickelung der Potenzen ei- 
nes Polynomes [oder gar Infmitonomes, wie Hindenhurg sagt*)] gege- 
ben und ebenso auch das Problem der Umkehrung der Reihen com- 
binatorisch zu lösen gesucht**), aber es fehlt allen diesen Formeln 
Eines: die praktische Brauchbarkeit. Allerdings kann jede Formel auf 
den Namen einer independenten Anspruch machen, welche die zur Be- 
stimmung einer unbekannten Grösse nöthigen Rechnungsoperationen 
unmittelbar übersehen lässt, ohne das Problem auf ein anderes und 
ähnliches zurückzuführen, aber es ist ein sehr wesentUcher Unter- 
schied, welche Operationen durch die Formel vorgeschrieben sind. 



*) hifinitonomii dignitatum exponentis indeterminati historia, leges ac (ormulae, 
Gottinguae 1779. 

**) M. s. das Wichtigste hierüber: De serierum reversione fornmlis analytico- 
combinatoriis exhibita , auct. H. C. W, Eschenbach; Ups. 1789. 

Formulae de serierum reversione demonstratio universalis signis localibus combi- 
natorio ' analyticorum vicariis exhibita; auct, H, A, Rothe. Ups, 1793, 

Problema solutum maxime universale ad serierum reversione formulis localibus et 
combinatorio - analyticis absolvmdam paralipomenon ; auct, Hindenhurg, Ups, 1793. 
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Sagt man 2. B. das mittelste Glied in der Entwickelung von 

(^ + J_)2m hat den Werth 
z 

2m (2m — 1) (2m — 2) . ... (m + 1) 



1.2.3....m 



oder auch 



1. fä- 



+ 2 costiy^ du 


so ist das Eine wie das Andere eine independente Bestimmung und 
welche von ihnen vorzuziehen sei, richtet sich nach der Grösse von 
m; für kleine m ist natüriich die erste Angabe die bequemere, für 
sehr grosse m dagegen, wie sie z. B. in der WahrscheinUchkeitsbe- 
rcchnung vorkommen, wird umgekehrt die zweite Form besser und die 
erste völlig unbrauchbar j denn man kann in diesem Falle den Werth 
des bestimmten Integrales nach den von Legendre und Laplace gege- 
benen Methoden sehr leicht mit vieler Genauigkeit berechnen, während 
eine Multiplikation von etlichen tausend Faktoren eine ganz unausführ- 
bare Arbeit ist, von deren Endresultate man nicht einmal eine ange- 
näherte Vorstellung hat. Ebenso verhält es sich mit der combinatori- 
schen Angabe von Reihenkoefficienten ; die anfänghchen Koefficienten 
sind zwar leicht genug zu entwickeln, bei einem einigermassen gros- 
sen Index aber wird die Anzahl der aufzustellenden Combinationen so 
ungeheuer, dass dem Rechner die Geduld und der combinatorischen 
Thätigkeit der Athem ausgeht, ohne dass man von dem Endresultate 
nur irgend eine Vorstellung bekommen hätte. Hierin hegt auch der 
Grund, warum die Franzosen und Engländer, deren Sinn mehr auf 
das praktisch Brauchbare (ich meine hier die wissenschaftUche Praxis) 
gerichtet ist, wenig Geschmack an den Arbeiten der combinatorischen 
Schule gefunden und dieselben stellenweis für einen blossen Insus in- 
genii gehalten haben. 

§. 2. 

Eine bei weitem elegantere Lösung des Umkehrungsproblemes 
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lieferte Pf äff*) mit Hülfe einer von Lagrange gefundenen Formel. 
Wendet man die letztere in der Gestalt an, welche ihr Cauchy gege- 
ben hat, so lässt sich die Sache folgendermassen darstellen. 

Es sei yo diejenige Wurzel der Gleichung 
3. y = xfiy) 

welche mit x gleichzeitig verschwindet, so ißt nach dem Theoreme 
von lagrange **) 

4. t/o= Y [/'(2/)](o) +^[D/(2/)^](o) + i7273[DV(y)''](o) + -.- 

wobei die in Klammern angehängten Nullen bedeuten, dass man nach 
geschehener Differenziation ?/ == o zu setzen habe, wonach z. B. 
[/(2/)](o) = /(O) ist. Die Bedingungen, unter welchen diese Formel 
richtig ist, bestehen darin, dass erstlich f (y), f («/), /" (y) etc. von 
j/ = an stetig und endhch bleibende Funktionen sind, deren erste 
für y = weder verschwindet noch unendlich gross wird, und dass 
zweitens der Modulus von x weniger beträgt als der Modulus des 
kleinsten \r , welches man durch Auflösung der beiden Gleichungen 

erhält ; d. h. also , wenn 7]q, r]^ , ?22 ? • • • ^^^ Wurzeln der ersten Glei- 
chung in 5. sind und als deren Substitution in die zweite die speciel- 
len Werth€ ^o» li > I25 •••• ^^^^ ^ folgen, von denen ^0 der kleinste 
sei, so ist die Bedingung modx <C mod^o nothwendig. 

Nehmen wir. -rrr^ = !//(«/), so geht die vorausgesetzte Glei- 
chung 3. in die zu behandelnde 

6. J^ =z xjj (y) 

über und es wird nach der Formel 4., weil jetzt f{y) = — /~\ ^^^' 



*) Disqmsitiones analyticae. Helmstadii MDCCLXXXXVIIL 

*♦) Man sehe hierüber mein Handbuch der Differenzialrechmmg , Greifswaid 
1847. 



^ 1.2.3 r \V/(2/)/ J(o)^ 
worin das Bildungsgesetz klar vorliegt. Der Koefficient von x^'- wäre 
überhaupt 

r-iA ^^~* (-TT^y für ^ = 

1 . 2 , 3 . . . n \t//(^)/ 

und damit sind wir zu einer independenten Bestimmung gelangt. Die 

Formel 7. gilt übrigens nur, so lange erstlich die Funktionen 

_JL^ D_JL. j)2__y_ j)^__i_ .. 

xp{y)' xi)(y)* xpiy)' xpiy)" 
von t/ = an stetig und endhch bleiben, wobei die erste für ?/ = 
weder NXill noch unendlich werden darf, und wenn zweitens der Mo- 
dulus von X weniger beträgt als der Modulus des kleinsten x, wel- 
ches durch Auflösung der Gleichungen 

8. tl)' (y) = und ^ = xp iy) 

erhalten wird. Das Letztere sieht man leicht , wenn man auch in den 

Gleichungen 5. tZ/(y) an die Stelle von ■—- treten lässt, wo 

f(y) 

wird, was leicht zu substituiren ist. Man kann übrigens den Sinn der 
Gleichungen 8. ohne Mühe auffinden; sie dienen nämlich zur Bestim- 
mung der verschiedenen Maxima und Minima der Funktion i/^(?/). Be- 
zeichnen wir mit y^o > ^i » % ^^^ ^^^ Wurzeln dar Gleichung xp^ (y{ 
=: 0, und mit ^q, §i, §2 ^^^' ^^^ Werthe, welche xfJ (y) erhält, wenn 
man y = rjQ, tj^^ rj2 etc. setzt , so sind Sq, ^^ , ^2 ^^^- ^*^ Maxima 
und Minima der Funktion i/>(«/); nennen wir ferner diejenige von den 
Grössen ^o^ ^1 ? ^2 ^^^m welche den kleinsten Modulus hat, das ab- 
solute Minimum von ij^iy), so ist nach dem Vorigen die Glei- 
chung 7. an die Bedingung gebunden, dass der Modulus von x weni- 
ger beträgt, als der Modulus des absoluten Minimums von yj{y)> 

Um diese Lehre, in deren Darstellung wir von Pfalf mehrfach 
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abgewichen sind, auf ein nicht zu gewöhnliches Beispiel anzuwenden, 
wollen wir die Umkehrung der Gleichung 

9. X =^ ira+y) = IHy 

vornehmen, worin r(l+y) das Legendre'sche und Ily das Gauss*- 
sehe Zeichen für das Euler'sche Integral 

OD 



/' 



n / t e dt 





ist. Da nach einer bekannten Formel*) die Gleichung 

10. ir{l+?/)=-Cy+^S^y^-^S,y^ + i-S,y^- 

l >y > -1 

bnsteht, worin C = 0,5772156 und Sm die Summe der Reihe 

J_+ JL4. JL . _L4. 

ist, so hat man an die Stelle von ■—-— zu setzen 

11. y L l 

ira-h>/)~ IHy-' —C + ^S^y—i-S3y^ + .... 

und daraus geht hervor, dass die Funktion -rf-r nebst ihren Differen- 

zialquotienten endlich und stetig bleibt innerhalb eines bei 2/ = an- 
fangenden Intervalles , während für «/ = der in 11. verzeichnete Aus- 
druck einen endhchen bestimmten Werth annimmt. Man hat daher 
nach No. 7. 

und wenn man die angedeuteten Potenzirungen und Differenziationen 
dadurch ausführt ;, dass man für ■— - den in No. 11. verzeichneten 

Uly 

Ausdruck substituirt, 



*) M. s. hierüber den ersten Theil meiner Analytischen Studien, Leip- 
zig 1848. 
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Vo — 1 • C ■*" 2 • (73 3 \ 2 C^ CV 

X / 5 5^3 10 ^2^3. S^\ 
^ 4:\ 2 C^ 3 C^ "^ C'l 

Wie weit diess gilt entscheidet sich leicht. Die Funktion ir(l + y) 
hat nämUch unendHch viele Maxima, welche der Reihe nach zwischen 

und 1, 1 und 2, 2 und 3 etc. enthalten sind. Das absolute Mi- 
nimum tritt ein für y = 0,4616321 und ist IT (1,4616321) = 

1 (0,8856032) = — 0,1194862; die Reihe 12. gilt daher nur so lange, 
als der Modulus von x weniger als 0,1194862 beträgt; die Gültigkeit 
der Reihe hat demnach einen sehr engen Spielraum. 

Vergleichen wir nun die in der Formel 7. enthaltene Lösung 
des Umkehrungsproblems mit der vorhergehenden combinatorischen 
Behandlung desselben, so finden wir zwar eine grössere Uebersicht- 
lichkeit der auszuführenden Rechnungsoperationen und eine scharfe An- 
gabe der Gränzen, innerhalb welcher die Umkehruiigsformel richtig 
bleibt, aber alle die Unbequemlichkeiten, welche den Gebrauch der 
combinatorischen Entwickelung fast unmöglich machen, treten auch 
hier wieder auf, wie man aus den nachstehenden Bemerkungen erse- 
hen wird. Die combinatorische Lösung des Problemes und die in der 
Formel 7. niedergelegte stimmen in so fern überein, als die Umkeh- 
rung der Gleichung .r = xp(j/) unter der Form 

13. Vo ^ Äq + A^jc + A^x'^ + Ac^x^ +.... 

dargestellt werden soll und der Unterschied besteht nur darin, dass 
die erste Behandlung den allgemeinen Koeffizienten An durch eine von 
n abhängige Zahl combinatorischer Operationen und die zweite durch 
eine (n — 1) fache Differenziation zu bestimmen sucht. Es ist aber 
die eine dieser Rechnungen eben so schwer allgemein auszuführen als 

die andere, wie der Versuch sogleich zeigt. Für "tj-t = f{y) ist 

nämUch 

ö|Ay)f= »»j/"(y)f~V(y) 
ß»j^(y)j"=n (n-i) j Ay)S""'jf (y)f + mJ/^C^""' ny)f"{y) 
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etc. etc. 
und diese Ausdrücke bilden sich nach einem so wenig erkennbaren 

Gesetze, dass man auf die independente Darstellung von D^—Hfij/)^ 

verzichten muss. Nur in den wenigen besonderen Fällen, wo ■ ^ - 

ein algebraisches Binom oder eine von den Funktionen e^, cosy, siny 
ist, glückt es, eine abgerundete Form für An zu erhalten. 

Aber selbst abgesehen davon, sind schon die Bedingungen, un~ 
ter welchen die Gleichung 13. einzig und allein bestehen kann, der 
Art, dass ihr Gebrauch sehr beschränkt ist. Einmal werden durch 
die Forderung der Stetigkeit und Endlichkeit von 

eine Menge Funktionen ausgeschlossen, wie z. B. ip{y) =z ysiny, 

ytany, sin^y etc., für welche • ^ gleich anfangs hei y = eine 

Unterbrechung der Continuität erleidet, andererseits findet es sich häu- 
fig, dass die Gränzen für den Modulus von a: in hohem Grade been- 
gend ausfallen ; so hat man 

für xp(y') = ir(l + y) , mo^^<0,11949 
„ x[)(y) ^ yev , wiod(^< 0,36788 

,, tlß(y)=: ycosy , mo(^^<0,66274 

und auch darin liegt ein bedeutender Uebelstand, der sich auf keine 
Weise wegschaffen lässt. Das Schlimmste endlich ist, dass die For- 
mel 13. immer nur die kleinste Wurzel der Gleichung x=:i{j(y) an- 
giebt (für o; = t/^ — 2«/ z. B. t/^ r= l ^ — ^l +x) , von allen übrigen 
Wurzeln aber schweigt. Für algebraische Gleichungen könnte man 
zwar allenfalls mit einer Wurzel zufrieden aein, weil sich nachher 
die Gleichung durch Division mit y — i/^ um einen Grad erniedrigen 
und dasselbe Verfahren wiederholen hesse, für transcendente Gleichun- 



11 

gen dagegen bleibt jener Mangel sehr fühlbar , weil für diese der Satz 
nicht gilt, dass y — y^ ein Faktor der Gleichung sein muss, wenn t/o 
eine ihrer Wurzeln ist; hier kann also keine Dimensionsverringerung 
erreicht werden und man befindet sich daher gänzlich ausser Stande, 
die Beschaffenheit der übrigen Wurzeln zu erkennen. — 

Da nun die letzten Bemerkungen jedenfalls stehen bleiben, es 
mag eine independente Koefiicientenbestimmung glücken oder nicht, so 
dürfen wir behaupten, dass die Potenzenreihe 13. keine günstige Form 
zur Entwickelung von yz=zq){x) darbietet, und daraus entspringt von 
selbst die Aufforderung, es einmal mit anderen Formen zu versuchen. 

nreue Metliodeii. 

§. 3. 
Jede Funktion von 5p(a?) von a?, gleichviel ob stetig oder nicht, 
lässt sich bekanntlich in eine Reihe von der Form 

14 / X 1 i , i Ttx t . 2TtX , . ^7tX 

14. (p {X) = -f-^o + i^ cos +^2 ^ÖS 1"^3 Cö^ + 

c c c 

verwandeln , worin c eine beliebige positive von Null verschiedene 
Grösse bezeichnet und die Koefficienten ^o , A^, A^ etc. mittelst der 
Formel 






15. in = — / 9 W (^os - — dx 





bestimmt werden. Die erwähnte Reihenentwickelung gilt so lange, als 
die Grösse x das willkürlich angenommene Intervall bis c nicht 
überschreitet *). Hieraus erhellt unmittelbar , dass sich die Form 14. 
zur Darstellung von Funktionen ganz vorzüghch eignet, da keine Be- 
schränkungen hinsichtlich der Continuität von 95(0:) und bezüghch des 
Spielraumes von ^ statt finden, und wenn wir uns daher der Glei- 
chung 14, zur Entwickelung der Funktion 2/ und x bedienen wollen, 
dt i. 



*) M. s» hierüber den zweiten Theil meiner Ana !y tischen Studien. 



12 

16. ^ =^ tpiy) 

und umgekehrt 

17. 2/=i-^0 + '4| cos f-A^cos f....... 

C 6 

setzen so wird es nur darauf ankommen, den Roefficienten An in 15. 
unter einer solchen Form darzustellen, dass er aus der gegebenen 
Funktion ifJ^y) unmittelbar abgeleitet werden kann. Diess geschieht 
sehr leicht anf folgende Weise. 

Es ist zunächst wegen g) {x) = y 

/. , nTtX - /^ UTIX j 
q> (x) cos ax=^ i ycos dx 

und bei theilweiser Integration 

/^ HTCX , /^, /^ HTtX , 

= y / (^os — - dx — / % / ^^^ — ^^ 

c , nTtx c / ^ . nnx 
= — y sin / dy . sin 

n7t C UTC J ^ c 

oder, weil x als Funktion von y gegeben ist (No. 16.) 



nTT ^ c nTc f c 



2 
Durch beiderseitige Multiplikation mit — wird noch 

€ 

18. — / q>(^) cos ds 

c J c 

HTt ^ c nTt J c ^ 

und hieraus erhält man A^^ wenn man j; = c, j; = setzt und die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander subtrahirt. Dabei 
fragt es sich aber noch, welche Werthe an die Stelle von y treten 
müssen , sobald x = c und a? = wird , denn auf der rechten Seite 
der Gleichung 18. bezieht sich die Integration auf y als unabhängige 
Variable. Nennen wir 
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y eine Wurzel der Gleichung xfj(y)z=:c 

V " " " " i/^(«/) = 

so ist für 2/ = 7, 'ip(y) = c d. i, jr = c und mithin entspricht y=y 

dem Werthe x-=c und ebenso y = ?] dem Werthe ^=0. Daher ist 

nach No. 19 



/(p (x) cos — - dx d. h. An 

2 /^3 
— / 



2 i , nTtxp(y) . nittpit])} 2 /^^y, nntpiy) , 

^^ 

Die von Integralzeichen freien GUeder verschwinden hier wegen '^(y) 
= c und t//(y)-=0*); daher bleibt nur 

>(y) 



nft J c 



dy 

Nun war aber c eine beliebige positive Grösse und daher ist auch y 
beliebig, wenn man es nur so wählt, dass dadurch ^(y)=:c einen 
positiven Werth erhält; setzen wir daher t/^(y) für c, indem wir nun 
y unter der genannten Beschränkung willkührKch annehmen, so ist 



2 /^y, fiTTtpi 

An =: / Sin ~~ 



19- -^n^-:^ / sm::::^äy. 



n 

Einer besonderen Umwandlung bedarf noch der Koefficient 4«, der 
aus der Gleichung 



1 /^^ 



i-^a=-- — / (p(jJO)dx 



o 
ZU bestimmen wäre. Man hat nämlich 



*) Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, dass weder e noch ri unendlich 
ist; sollte dagegen z, B. 7^ = go sein, so würde die Gleichung 

ri sin J-^^JJ. =z 

c 

nur dann bestehen, wenn ^i//(7;)=0 ist. 
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/ (p{x)dx^ j ydx^%jx — i xdy 

— y^l^iy)— / tp(y)dy 

und durch Multiplication mit — = — — und Integration zwischen den 

Gränzen a: = c, 37 = 0, welchen wie vorhin die Gränzen x/ = y, 2/ = ^ 
entsprechen 

wo das zweite Glied wegen t// (ij) = wegfällt. Fassen wir nun alles 
Bisherige zusammen, setzen in No 17. ebenfalls t//(y) für c, und be- 
rücksichtigen endlich, dass die Gültigkeitsbedingung der Gleichung 17. 
nämlich c > x ^ jetzt in tlJ(y) ^ x > übergeht, so haben 
wir nachstende Lösung unseres Problemes: 

„Aus der Gleichung x=ztp(y) folgt umgekehrt 

20. y = ^io + 4 cos ^^ + 4cos -^ + ..... 

„worin die Koefficienten mittelst der Formeln 

V 



21. i„=-A psin''^^ 



dy 



„bestimmt werden. Hierbei ist y in soweit willkührUch, als nur 
„verlangt wird, dass tp(y) positiv ausfalle, f] ist eine Wurzel der 
„Gleichung if)(y)sssQ. Die Entwickelungsformel selbst gilt für alle 
„ J7, welche nicht ausserhalb des Intervalles x= Q bis x =: tjj (y) 
„liegen." 

Der grosse Vortheil , welchen der Gebruuch dieser Formel dar- 
bietet, besteht darin, dass sie alle Wurzeln der Gleichung x = \lj(y) 
liefert ; da nämUch für ?] irgend eine Wurzel der Gleichung i// (y) = 
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gesetzt werden kann, so erhält man für die Koefficienten A soviel ver- 
schiedene Werthe, als es verschiedene tj giebt. Nennen wir tj^, t]^, 
%,... die Wurzeln der Gleichung ifj(y) ^0, setzen einmal ?;' = ??i 
und y=yi, dann 7]=% und y=:y^ etc., wobei y^ , yj, ebenso be- 
liebig sind wie y selbst, und bezeichnen endlich die so entstehenden 
verschiedenen Werthe von An mit 

I II III IV 

so sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung x = xp(y) folgende 

, ^ , { 7t JC , { 27TX , 

y, ^ -^ Aa + Ai cos , , , + A^ cos ■ . . + . . . . 

2/.=iA + ^iOo.^^^^+4,cos^^ + 

u. s. w. 
und diese Gleichungen gelten der Reihe nach unter den Bedingungen 

u. s. w* 

Es kann auch häufig der Fall vorkommen, dass die Gleichung 
xp(y)==Q imaginäre^ Wurzeln besitzt, wodurch einige der Grössen ly^, 
?92 , . . . unter der Form x + Xi erscheinen ; diess macht aber für unsere 
Methode weiter keinen Unterschied , als dass die Koefficienten A selbst 
zu complexen Zahlen werden. Sehr brauchbar ist dann folgende Trans- 
formation; man setze, wenn r^^^x + U, also 



UTi J tp(y) '^ 



x + li 
y:=:X'\-u, WO u ciuc ucue Variable bezeichnet , es wird so 



2 rr- 

= / sin 






WO sich die reellen und imaginären Theile sondern lassen, wenn man 
das Integrationsintervall von u=-li bis u=:y—x in zwei andere In- 
tervalle zerlegt, von denen das eine nur imaginäre, das andere nur 
reelle Zahlen umfasst; da die Null der Punkt ist, in welchem sich 
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die Gebiete der reellen und imaginären Zahlen berühren, so zerlegen 
wir folgendermassen 

An = / sin — \\ . ^ du + / sin — f^-rr — ^^i 

und setzen im zweiten Integrale u = tt, wodurch dasselbe in 

/V nTCxjj(x+ti) ..^ . /*^. n7vxp(x+ti) , 



übergeht. Der Koefficient i» wird dann : 

worin die reelle und die imaginäre Partie getrennt sind. 



23. i„=r--^ / sin V/ ; ^^ + :^/ ^ 



§. 4. 

Bevor wir weiter gehen^ wollen wir die allgemeinen Formeln des 
vorigen Paragraphen auf einige Beispiele anwenden, einmal um den 
Geist der Methode desto klarer hervortreten zu lassen und dann, um 
noch einige gelegentliche Bemerkungen anzuknüpfen. 

I. Sei zunächst die Gleichung 

24. x^y^'e^ 

umzukehren, worin ^ eine positive Grösse bezeichnen möge. Nach 
den Formeln des vorigen Paragraphen ist nun für xp (y) = yf^ ey 

V 

und darin y behebig, tj eine Wurzel der Gleichung y^ey = 0} diese 
Gleichung hat jedoch nur eine einzige Wurzel, nämlich y=0=:7] und 
so ist nun , wenn wir noch yH' ey zur Abkürzung mit c bezeichnen 

25 25. •L.A^^y—l^/lfieydy 



1 r'r 

/ Vi" ey 



^•>=— "^ / «■» .■'.;..> ^y 



1 r^ 
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26. i„ = - ~ p\in 1'-^ y^ j Ay 



Die Gleichung 24. besitzt demnach nur eine einzige Umkehrung 
und diese wird durch die Formel 

27. 2/= -^.4o + ii cos h ^1^0$ + 

gegeben, deren Gültigkeit an die Bedingung <^ ^ ^ ^ oder 
y/W ey > 07 > gebunden ist. Hierin liegt übrigens keine drückende 
Beschränkung, denn da das Produkt yf^ er mit y gleichzeitig ins Un- 
endUche wächst, so kann man dadurch, dass man y hinreichend gross 
nimmt , jenes auf w bezüghche Intervall hehebig erweitern. 

II. Nicht ohne Interesse ist es, ein ganz verwandtes Beispiel, 
nämhch die Umkehrung der Gleichung 

28. X = yf^e-y 

daneben zu stellen, weil hier die Sache wesentlich anders wird. Die 
Hülfsgieichung tp(y)=:Q besitzt jetzt, wenn y wie vorhin positiv ist, 
nicht eine, sondern zwei reelle Wurzeln: t/ = und y = QO oder tj^ 
= und ?^2 = OD . Nehmen wir die entsprechenden beliebigen Wer- 
the von /, nämhch y^ und yz, einander gleich, bezeichnen sie mit y 
selbst und setzen zur Abkürzung tfj (y) -z y^e~~y := c, so haben wir 
jetzt für i2==^^i = Ö 

29. 1^-y-- / y'^"^^ 



^^' ^ ^^Si / sm\-;^y^e-y)% 



und für i; = ?;2= ^ 



1 1 Py 

$%n\ — y^t 
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oder besser 

y 
r 

und nachdem auf diese Weise die Koefficienten bestimmt sind, wer- 
den die beiden Umkehrungen der Gleichung 28. durch folgende For~ 
mein gegeben: 

c c 

34. 2/2 =:-|-io 4- 4i cos VA^cos — — |- 

c c 

wobei immer c ^OG^{i d. i. y^e"^ ^^^ sein muss. 



Da hier y beliebig ist, so kann man noch fragen, welches der 
vortheilhafteste Werth von y, d. h. derjenige Werth sei, für den das 
Intervall bis y^e^y seine grösste Ausdehnung erhält. Diese Frage 
beantwortet sich leicht, indem man nur das Maximum von y^e~^oder 
yM^e~y aufzusuchen braucht. Man findet, dass letzteres für y ^=' f^ 
oder y = fx eintritt und dass sein Werth 

35. fxf'e-^' = (-^Y =^ 

ist, wo M als Abkürzung dient. Setzen wir also y=^ßj wodurch c 
in M übergeht, so haben wir folgende Formeln: 



/ 3 /^^ 
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»OD 



37. 



und 



// 1 /^' 

38. 2/i=-|-io + '4i cos-^+i2 cos -^ 4- .... 

39. 2/j = -iiq+^iC0Sy +ijCOs -^ 4- .... 

Auch hier hegt in der letzten Bedingung nichts Beschränkendes ; denn da 
M das Maximum von «/i"«-* d. h. von x ist, so kann überhaupt x 
nicht grösser als M werden und es würde keinen Sinn haben, für 
X ^ M eine Umkehrung der Gleichung y^er-y zu verlangen. 

Bemerkenswerth ist noch das Resultat, welches man durch Sub- 
traktion der Gleichungen 38. uud 39. erhält; es wird nämhch 

40. 2/2—2/1 = \^K — \h \ + ( ^1— A ) '^os -^ 

+ ( ^i—Aj cosjjj- + .... 

und dabei ist vermöge der für die Koefflcienten getroffenen Bestim- 
mungen 



^ß 



/. 

00 



yl^e-v dy = 



-ydy\ 



M 

ferner 



"i^y^if »""•)* 
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d. i. wenn man für den Sinus die gleichgeltende Reihe setzl 

u I 


wobei überhaupt r' zur Abkürzung für 1.2.3...r dient. Durch In- 
tegration der einzelnen Glieder wird hieraus 

H I 

An -—An 

_ 2 ( r(/^-f-l ), r(3^+l) /n7r\^ r(5^4-l) /n7r\^_ 

Setzen wir also zufolge von No. 4Ö. für if > a? -> 

Vi— Vi 



41. M 



2 



SO werden die Koefficienten C mittelst der beiden Formeln bestimmst: 

42. c, = ri^+i) 

43 c ^ ^^^'+^^ n^^+Dimt 



IM^'+l 3'.3^^+l 






So haben wir z. B. für u^=z 1 , M = — und 

2e 

t=z-\Cq+C^ cos 7t ex + Cj,cos2 7xea; + C^cos^7tex+ 

wobei immer 4' — '^ — ^ ^^^^ riwi^^ und die Koefficienten C mittelst 
der Formeln 

6V- 1 

gefunden werden. — Man sieht aus diesem nicht uninteressanten Er- 
gebnisse, dass es nach dem hier angegebenen Verfahren nicht schwer 
hält, Relationen zwischen den verschiedenen Umkehrungen einer Funk- 
tion, oder, was Dasselbe ist, zwischen den verschiedenen Wurzeln 
einer transscendenten Gleichung zu entdecken. 
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III. Sei noch die ümkehrung der Gleichung 
44. y'"(l— y)=ir 

aufzusuchen, worin wir i^i als eine positive Grösse, die aber nicht ge- 
rade eine ganze Zahl zu sein braucht, voraussetzen wollen. Da hier 

die Hülfsgieichung t/^(2/)=0 oder 2/'" (1 — 2/) = zwei reelle Wurzeln 
besitzt, so erhalten wir wieder zwei Ümkehrungen, von denen die eine 
aus der Supposition 7^=?yj=0, die zweite aus ?^ = 7^)2 = 1 entspringt. 
Lassen wir wieder y^ und y^ einander gleich und zwar = y sein, so 
erhalten wir ähnlich wie vorhin 



/ 1 Pr 



-y)dy 



und 



46. ^„ = / sin — ^-^ ^ du 



^ ^« = y — — / y (1 - y) dy 

y (1— }') J'^ 

'I 2 y^y .nnyf\i~-,j) . 
Jh ^ / sm ^ — dy 



oder besser 



47. iil = y+ ^^^; , / y^\\-y) äy 

~ 7 






7 

und wenn wir ^^"(1 — y) zur Abkürzung mit c bezeichnen, so sind die 
beiden gesuchten Umkehrungen : 

A^ 1 i , / 7tX . l 27tX . 

49. 2/1 = 2" ^^o + ^'^i cos — +A^cos f-... 

50. y2 = 'T ^^o + -^i cos— + ^2 cos -Y-+ •-• 
Diese Gleichungen gelten für g ^ j; > oder 
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und es ist daher am vortheilhaftesten , y so zu wählen , dass 
dass f^(l— 7) dadurch sein Maximum erreicht. Dieses tritt ein für 

51. y - ^' 



M + 1 
und sein Betrag, der M heissea möge, ist 

52. M ' ^ — 



Geben wir also den in No. 51. verzeichneten speziellen Werth, so 
geht c = y^(l — y) in M über und wir haben 



/ ^ 1 /'^ 

- / stn \ -TT v' 

rt / { M ^ 






'0 



i^^-y+jö^ / 2/'"(i-^)rfi/ 



54, ■( y 

^'-+^ Alf /'('-".) 



c/y 



für die so bestimmten Kueriicienten gelten mm unter der Bedingung 
^^^ ^ ^ d« h- M ^ X ^0 die Gleichungen 



M ' ^ M 



welche durch die vorher genannte Bedingung nicht beschränkt sind, 
da X nicht grösser als sein Maximum M werden kann und folglich für 
jc ^ M wenigstens keine reelle Umkehrung existirt. 

Subtrahirt man die Gleichung 55. von ihrer Nachfolgerin und 
setzt für M>'x>^ 

57, M^^^ 
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so ist , wie man unmittelbar einsieht, 

U I 

d i. vermöge der Wertha von Ag und Aq 



(\-=rWl~y)dy+ Cif 



/ 



^."(l-^)d;/ 





und wenn man hier die bekannten Formeln 

O 

und 



/'' 



r(r4-m) = r(r+l)(r+2)..(r+wi— l)r(r) 
in Anwendung bringt 

ferner hat man vermöge der Werthe von An und i^ 






=z — i Sl'i 



5m j^ «/^(l-«/)j % 



O 

d. i. wenn man für den Sinus die gleichgeltende Reihe setzt 

d, i. unter Anwendung der obigen Formeln aus der Theorie der Garn- 
mafunktionen 

L ^(2) / ^Y_ jL__ ^4) , 
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oder endlich weil immer /'(»») = m' ist, 

59 c=— ~i— -— L_______/^\* 

*'"• ""^ ((it+l) (iM+2) (3.a+l)(3;«4-2){3;(t+3)(3M+4)\ Jtf / 

1 /ü!E\*_ 

"^ (5jm"-1-1K5a< +2) . . 7(5/^ + 6) l M / * " " * * 

womit nun sämmtliche Koefficienten der Reihe 57. bestimmt sind. 

In dem speziellen Falle ^u = 1 lassen sich die Umkehrungen 
unserer Funktion geradezu finden und man erhält durch Auflösung der 
quadratischen Gleichung y(l — y) = x 

J/2 = i + ylir — ^ 
Substituirt man diess in die Gleichung 57. mit der Rücksicht, das» 
nach No. 52. M = ^ ist , so muss jetzt die Gleichung 



V-i-i 



= "T Q H- ^1 cos 4 Tfx +.C'2 cos 8 710? + Ca cos VIttx-^ 

-|->a7>0 

statt finden, welche für x ^- 4- in *^ie etwas einfachere 

47r 

^^r^'o + ^\ cos%C^cos2i% + (73 cos 3ä + .. .. 
übergeht und worin jetzt nach No. 59. der allgemeine Koefßcient ist: 



2.3 4.5.6,7 ' 6.7,..,11 

(4w^)^ 



+ . 



8.9. ...15 

Man wird vielleicht eine directe Bestätigung dieses Resultates nicht 
ungern sehen und wir wollen sie daher noch mittheilen. Setzt man 
in den Gleichungen 14. und 15. c = tt , C und % an die Stelle von 
A und QG, so erhellt, dass die Gleichung 60. nur bestehen kann, wenn 



\ß<^. 



<^n --= — / IV 1—4 mnsds 
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ist. Führen wir eine neue Variable u ein, indem wir % ^ nn sez- 
zen, so wird 



cosnmidu 






c?w 



hier kann man die einzelnen Glieder nach der schon vorhin benutzten 
Gammafunktionenformel integriren und erhält 

r 1 i ni)r(l) r(i)r(3) (rm)^ nj-mS) (htt)^ 

oder auch 

2* 2\nrt)^ , 25(n7r)^ 



r» 1 

^n — -4" 



1.3 1.3.5.7 • 1 .3.5.7.9.11 



2 1.3 1,3.5.7 "^1.3.5.7.9-11 



Die Uebereinstimmung dieses Werthes von (7„ mit dem vorhin in No. 
61. entwickelten giebt eine einfache Vergleichung auf der Stelle zu er- 
kennen. 

IV. V^enden wir unser Verfahren auf eine algebraische Gleichung 
vom Grade ^t etwa auf die folgende 

62. 00,7^+0^1/^-1+ a2y^^2^.^.+a^„lt/ = a; 
an, worin wir der Allgemeinheit unbeschadet x immer als positiv an- 
sehn dürfen, so gestalten sich die Sachen ganz ähnhch wie vorhin. 
Zunächst sind nämHch die Wurzeln der Gleichung 

aufzusuchen ; von diesen kennt man eine, nämlich y = ?^j =:x be- 
reits und die anderen finden sich durch die Auflösung der Gleichung 

63. a^y^-^ + a.yi'-^ + . . . + a^_i - 
Nennt man ferner y denjenigen speziellen Werth von 1/, für welchen 
die linke Seite der Gleichung 62. ihren grössten positiven Werth er- 
reicht und M dieses Maximum selbst, so ergeben sich sämmtUche üm- 
kehrungen der Gleichung 63. aus den Formeln 
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'\\ = y-YiJ'' 



y 
xp{y)dy 



64. 



2 , /^y nifüJiy) 
A„= / sin — l^ 



/ Sin 



UTt / """ M "^ 



W = i^+4cos— + i2 cos -^ + .... 
65. \ 

wenn man für tp(y) die linke Seite der Gleichung 62. und für tj erst 
die Null und darauf die Wurzeln der Gleichung 63. substituirt. Man 
erkennt also, dass sich sämmthche Wurzeln der Gleichung 62. ange- 
ben lassen, sobald man die Wurzeln der um einen Grad niedrigeren 
Gleichung 63. finden kann und folglich ist diese Entwickelung zugleich 
eine Lösung des allgemeinen Problemes: „die Wurzeln einer algebrai- 
schen Gleichung ^tten Grades durch die Wurzeln einer Gleichung 
.(^i— l)ten Grades auszudrücken.'' 

§. 5. 

Eine zweite Auflösung des ümkehrungsproblemes wollen wir aus 

dem Satze herleiten, dass sich jede Funktion q){x) in eine Reihe von 

der Form 

T. . ^i^ . ». . 2i^rt7 . ^ . S'jtx . 

66. g) (.r) — B^ sin ^ B^sifi h B^ sin + . . • 

c c c 

verwandeln lässt, worin die Koefficienten B mittelst der Formel 



-/^' 



67. ^^ =2 -^ / cp {x) sin dx 



bestimmt werden. Dabei ist c eine willkürliche positive von Null ver- 
schiedene Grösse und die Reihenentwickelung gilt für jedes inner> 
halb des Intervalles bis c hegende a?, für a? = oder x ^=^ c je- 
doch nur dann , wenn zufälhg g) (0) — oder ^ (c) = sein sollte. 
— Sehen wir wieder cp^x) ~ y als eine Umkehrung der Gleichung 
x^r^ipiy) an, so ist 

"" nitx 






dy 
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c nnx , c / 1 ^^^x 
y cos — — + — i dy co§ 

tlTt ^ C UTt / c 



c n 



c n7tUf(y) , c f^ fiftxpiy) . 
ycos — ^ ^^ H i cos J--^— dy 

UTt C UTt / C ^ 



2 

und hieraus erhalten wir Bn durch Multiplication mit — und Integra- 

c 

tion zwischen den Gränzen x~c und .r=:0. Diesen Werthen von ^r 

(entsprechen, ganz wie im §. 3. die Werthe 2/ = / ^^^ ^ = ^7 wobei 

y eine Wurzel der Gleichung tp(y) — c, oder, wegen der Willkühr- 

lichkeit von c, in so weit beliebig ist, als xp(y) nur positiv zu sein 

braucht, und rj eine Wurzel der Gleichung \p{y) =: bedeutet. Wir 

haben daher für c = ^ (y) und wenn wir einmal «/ = y , dann y ~ t] 

setzen und subtrahiren 

2 /'% , . tiTTj;. 



cp {jc) sin 



« » . - - V UTti^jiy) 
= — 5 — ycosn7r+?9?H / cos — , r ^ % 



oder auch 

für die so bestimmten Werthe der Koeffizienten B und unter der Bedin- 
gung c > 07 > d. h. 1/^ (y) > a? > gilt nun die Gleichung 66. 
oder: 

Man erhält aus ihr sämmtliche Umkehrungen der Gleichung j; — 7/^(1/), 
wenn man für rj der Reihe nach alle Wurzeln der Gleichung ?/;(?/) —0 
substituirt , wobei man auch dem y verschiedene Werthe geben kann* 

Auf den ersten Anblick möchte man geneigt sein, die obige Um- 
kehrungsformel für unbequemer als die in §. 4 entwickelte zu halten, 
weil der Koeffizient Bn aus mehreren Theilen besteht, während An ein 
blosses Integral war. Diese Unbequemlichkeit ist jedoch nur schein- 
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bar, weil sich diejenigen Reihen, welche aus dem vom Integralzeichen 
freien Bestandtheilen des ß« entspringen, leicht summiren lassen. Sez~ 
zen wir nämUch 

,0. ,. = |:t«-'^'+|i- + c. 

TT n 7t n 



wo nun Cn durch die Formel 



71. Cn^— /c 



cos — , y , dy 



bestimmt ist, so erhalten wir für y folgenden Ausdruck 

^ ip(y) ^ ^f{y) ^(y) 



I W ^«^ :77F~: + f'2 sin -^^^^-—^ + 03 sm ■;;j^y-;^ + — 



TTo? , ^ . 27irir , ^ . ^Tix 

V^(r) ^/^(r) ^(r) 

Nun gelten aber für 7r>>i/>-0 bekannthch die Formeln 
^u^=-sinu — -|-sm2u + -|-sm3w — ... 
\{7t — ii) = sin u + \ sin 2u + \sin^u + 

Benutzen wir dieselben für t^ = ■• • ;- . , was wegen der Bedingun<y 

^(y)>^'>0 erlaubt ist, so erhalten wir jetzt folgende Umkehrungs- 
formel : 

^(y) v(y) V^(y) 

wo nun die mit C bezeichneten Koeffizienten nach der Formel 71. zu 
bestimmen sind und die Bedingung t/)(y)>i»>0 erfüllt sein muss. 

In der vorstehenden Form ist unsere Umkehrungsgleichung sehr 
brauchbar, sobald nur kein r^ unendhch gross ausfällt, wie z. B. für 
xpiy) = y^'e-^. 

§. 6. 
Als Beispiel für die soeben entwickelte ümkehrungsformel benuz- 
zen wir den Fall ip{y) = y — esiny, wo es sich also um Auflösung 
der tränsscendenten Gleichung 
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73. y — esiny = x 

liandelt , in welcher wir € als einen positiven ächten Bruch vorausscz- 
zen wollen. Die Hülfsgleichiing t// (i/) = hat unter diesen Umständen 
nur eine einzige reelle Wurzel nämlich, ^ = ?^=0; nehmen wir aus- 
serdem y=Tty wodurch t/^(y) ebenfalls = rc wird, so ist jetzt 

74. y = ic + Cisinx+ C2Sin2jc + Cgsin^x + ••• 

TT > ^ > 
und dabei gilt für die Koeffizienten die Bestimmung: 



2 /^^ 
= — / cos{ny — n€8iny)df/ 



oder 



2 /^^ 2 /^^ 

75. CJ^ — / stn(n€siny^sinnydy H I cos(nssiny)cosny dy. 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich bedeutend, wenn man auf die Unter- 
scheidung von ungeraden und geraden n Achtung giebt. Im ersten 
Falle ist zunächst 



/• 



COS (na sin y) cos ny dy 



= / cos(nesiny) cosny dy + y cc 



cos {ne sin y) cos ny dy + / cos (ne sin y) cos ny dy 



2^ 

und wenn man im ersten Integrale rechts y = z, im zweiten y^=^7t — % 
setzt, wodurch cosny =z — costiz und dz = — dz wird, so ergiebt sich 
für die rechte Seite der Ausdruck 



I cos (ne sin z) cos nz dz+ ff cos 



cos (ne sin z) cos nz dz + / cos {ne sin z) cos nz dz = 

Für ungerade n verschwindet also das zweite Integral in No. 75. und 
es bleibt 

76. Cn'=''— I sin {ne sin y) sin nydy , ( n ungerade) . 



r 2 r- 





Wendet man genau dieselbe Zerlegung und Transformation für den 
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Fall eines geraden n auf das erste Integral in No. 75. an, so findet 
n^an, dass jetzt dieses wegfällt und übrig bleibt: 



77. Cn= — / cos(nesiny)cosnydt/ ,(n gerade). 

Die Integrale in 76. und 77. lassen sich übrigens auf eine gemein- 
schaftliche Form bringen und zwar durch folgende Umwandlungen. 
Wir setzen zunächst y=:-^(n; + z, so wird für ungerade n 



2 . riTt /'ff'' , , 

Cjt = — sin -^ I sin ine cos z) cos nz dz 
n7t * ' 



1 m 



und für gerade n 

Cn = -~cos'~- / cos(necos!^)cosnz dz. 



2 nTV /^ 

Cn = COS-^ I CO 



Da überhaupt eine Funktion wie ficosz)cosnz für negative Werthe 
von z ungeändert bleibt, so giebt auch die Integration zwischen den 
Gränzen ;s = und z = — -|-yi; Dasselbe wie die Integration von « = 
bis Ä=+-J-7r, und der Betrag einer von ä = — -^Jt bis Ä = +~-7r 
ausgedehnten Integration ist demnach das Doppelte von Dem, was die 
Integration zwischen den Gränzen ^ = bis z=- — \7t liefert; wir 
haben daher für ungerade n 

4: , nit /^f^ . , 

C„ = -r- sen -pT / sin ine cos z) cos nz dz 



und für gerade n 



- / sin 

-Jr 



Cn = — c!Os -TT- / COS ine cos z) cos nz dz. 
^ nTt 2 / 

Statt dieser Formeln kann man auch die folgenden setzen: 

«o ^ 2 , nTt f*^ . . , 

78. (^n = — sm-^ I sxn ine cos z) cosnz dx 

nTt 2 / 

n^ n 2 nTt /^^ . , , 

79. C?n= — cos-cT I cos (ne cos z) cosnz dz 



80 
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wie man leicht erkepnt, sobald m^n das Intervall bis ^ in die bei^ 
den Intervalle bis ^tc und -^tc bis 7t zerlegt, und in den auf das 
letztere Intervall bezogenen Integralen die Substitution ^=71 — ä' vor- 
nimmt. Auf die letzten beiden Integrale ist nun ein schönes Theorem 
anwendbar, welches man dem berühmten Verfasser der fnndamenta 
nova funct, ellipt. verdankt, und wonach jederzeit 

I f(cosz)cosnz dz= ~^^~^ t^ :-^ / f^^){cosz)sm^^zdz 

sein muss. Benutzen wir diese merkwürdige Transformation für die 
in 78. und 79. vorkommenden Integrale, so haben wir zuerst 

-^ + neu) 

d. i. weil hier n ungerade ist 

f^^')(u) = ineYsin-^ cos (neu) 
und zweitens 

oder wegen des geraden ti 

fW(u) = {nsy^ cos -^ cos (neu) 

Substituirian wir diess für u=cosz in die Formel 80, so erhalten wir 
für ungerade n: 

/»TT 
sin{ns cos z) cos nz dz 

(naY . nTt /"*^ 

und für gerade n 

cos (ne cos z) cos nz dz 

(neY nTt P^ , n . o« j 



3ä 

Hierdurch xiehen sich die Formeln 78. und 79. zu einer einzigen zu- 
sammen 

2 ins)*' r^" ,. .... . 

HTir 1.3.5v.»(2n— 1) / 

oder wie leicht zu sehen ist 

4 ins?' f^^'^ 

"^ WTT 1.3.5... (2n—l) / 



Die Ausführung der vorstehenden Integration hat nicht die mindeste 
Schwierigkeit; denn setzen wir für c>ozx) die bekannte Reihe, was kurz 
mit 

( l)*j;2Ä 

tO%V :=i 1 — ^^, , , /^=0,1,2,3,..,. 

bezeichnet werden möge, so ist 

^"^ ii7rl.3...(2n— 1) (2fe/ / 



für Ä? = a? verwandelt sich das Integral folgendermassen 

sin^^zcos'^^zdz= / x'^O.—x)^ —7^ — > •: 





— J- l-3-5(2w— l)/'7r.l.3.5...(2fr— l)/'?! 
~ ^* 2".(m + &)' . 2* 

Hierdurch ergiebt sich für C« die Formel 

d. i. nach einiger Hebung 

82. Cn^- ^•^?^' 2 i-l)H'kne)^ 



n n k\(n+l)(n+2)...(n+k) 

Schreiben wir 2e für €, wo nun das neue ß <C -|- sein muss, so ist 
nach 73., 74. und 82., die reelle Wurzel der Gleichung 
83. y — 2esiny — x , -|->fi>0 
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mittelst der Formel bestimmt 

( TT > o; > 

und darin 

85. C.=.^m l-J}^. + — ^^^^ — 



für die speziellen Fälle ;r=0 und x^ssTt giebt die Formel 84. y = 
und i/=7r, was in der That richtig ist; da ferner einem negativen .x' 
ein gleichgrosses nur negatives y entsprechen muss, wie einem posi- 
tiven a?, so gilt die Formel zufällig auch noch für negative JC} 
das Intervall für x lässt sich also von x = — tt bis x ="^ tt er- 
weitern, 

§. 7- 
Die Methode, deren wir uns in den §§. 3* und 5. zur Umkeh- 
rung willkührlicher Funktionen bedient haben, bietet den grossen Vor- 
theil, mit völlig gleicher Leichtigkeit auf das allgemeinere Problem 
anwendbar zu sein, wo man aus x=:ip(y) nicht y selbst, sondern 
eine gegebene Funktion von y, etwa f(y), entwickelt wissen will. 
Setzen wir nämlich f(y) d. h* 

7TX ^TtX 

86. f[(p {x)'\=r-L.AQ + 4| cos h ^2 ^^^ h .. . . 



so ist 



'"-/ 



flq>ix)] cos dx 





und hier lässt sich der Koeffizient i„ auf ähnhche Weise wie früher 
transformiren. Man hat nämUch 

f[(p(x)]cos dv = / f(y) cos dx 

d tlTTOC M m tlTTOC 

= f(y) j cos dx— I f{y)dy I cos dx 

C tlTtX C m \ 

= — / (w) sin I P (y) dysin 

nrc' ^^^ c nrt J ' ^^^ ^ 



flTtX 

c 
3 
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führen wir die Gränzen a?~c, x = ^ ein, denen in Beziehung mf y 
die Gränzen y~y und y=^r] entsprechen, so verschwinden die vom 
Integralzeichen freien Gheder, vorausgesetzt nämlich , dass weder f(y) 

2 

noch f(r]) unendlich ist} durch Multiplikation mit — findet man nach- 
her, indem für x und c die Ausdrücke \p(y) und ip(y) gesetzt 
werden, 

2 



87. ^ = 

n7t 



fh,U,n'!^ä, 



n 

wo nun wieder ?y eine Wurzel der Gleichung \p(y) =0 und y in so 
weit beliebig ist, als ^piy) nur positiv zu sein braucht. Für den 
Koeffizienten A^ hat mau durch besondere ebenso leichte Transfor- 
mation 



88. X,A,:=.f{y)^J^ff{y)tp{y)dy 



und für die somit bestimmten Koeffizienten gilt nun die Gleichung 
86. d. h. 

89. f(y):=i-A, + A,cos^^+A,cos^^+ 

t// (y) > 0? > 0. 
Wollen wir dagegen die Funktion f(y) nicht in eine nach Cosinus, 
sondern nach Sinus fortgehende Reihe verwandeln, so haben wir für 
c > X > Q 

90. f[q)(x)] =/?j sm {^B^stn — + Boam- \-...,. 

c c c 

zu setzen , worin 

^« = — / f[q> {2o)]sm -^ da: 
ist. Die Transformation von Bn geht dann folgendermassen vor sich: 



rflcp{x)-\,in '^d.r^ f}(y)sm 



nrtx , 
— dx 
c 
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^/^' 



C ^. , nTtX , C i rj/ \ 1 ^^^ 



Durch Einführung der Gränzen ^=:c, j;rr=0 cl i. y^^y, y:=i^ und 



2 
MultipHkation mit — wird hieraus 






^w+.%/"/w-"-if^* 



oder 



TT W TT n 



wenn wir zur Abkürzung setzen 



^- =;§/><: 



"■ ^.= = //w-^'* 



Die Reihe 90. nimmt nun für c = xp(y) und wegen der obigen Be- 
stimmung von Bn folgende Form an 

m- i^\+'<n^~i.<,^+ j 

7t l \ ijjiy) - t/;(y) \ 

VAy) v^(^) v^(y) 

und durch Summirung der beiden ersten Reihen 

92. f(y)=.f(r^)+ ^^^^^~ ^^^^ o; 

wobei nun tp(y) >• a; >► sein muss. Für x = hefert die Formel 
das Resultat fXy) n= /(?^), was richtig ist, weil y für x=0 in ?^ 
übergeht; für x^=\pQy) erhält man ebenfalls richtig /(y) =- f(y) 
und daher gilt die Gleichung 92. unter der weiteren Bedingung 

Beispiele hierzu lassen sich leicht geben; so wäre für die For- 
meln 87., 88. und 89. die Annahme 

3* 
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^(^) = y — esiny = x 
und f{y) = a (l—€COsy) == r 

eine sehr passende; es findet sich dann für y~7r 

r — -^Aq + Ai cos ^ + ^^2 cos 2v + ^3 cos 3a? + 
wo die Koefficienten sind 

A, ^ a{2+e^) 
mid 

2a£ 



nn 



ß 



siny sin {ny — ne siny) dy 



Dieses Integral ist ganz ähnlicher Transformationen fähig, wie das in 
No. 75. betrachtete, die wir aber hier nicht ausführen wollen, weil 
einestheils die Sache keine Schwierigkeiten hat;, und man ausserdem 
das Endresultat durch BesseFs Untersuchung schon kennt; es findet 
sich nämlich 

und damit ist das Problem gelost, den Radius Vektor eines Planeten 
direkt durch die mittlere Anomalie auszudrücken *). 

§.8. 

Die Formehl des vorigen Paragraphen geben noch ein bequemes 
Mittel zur Berechnung solcher bestimmter Integrale 



/ 



F(.r) dx 



deren Integrationsgränzen y^ und y^ nicht unmittelbar bekannt, son- 
dern zwei Wurzeln einer Gleichung xjj(t/)=^s sind. Es verdient diese 
Anwendung vielleicht um so mehr Interesse, als bis jetzt keine Me- 



*) Supplemente zum mathematischen Wörterbuche, erste Abtheil., S. 260. 
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thode zur Lösung dieser anscheinend sehr schweren Aufgabe vorhan- 
den war. 

I. Setzen wir zunächst in den Formeln 87., 88. und 89. 



93. fiy) - / F{x) dj; 



-ß 



wobei a eine behebige Ronstante bezeichnen möge , so ist 
und nun wird aus 86. und 87. 



dy 



94. i io = Ch^) dx -^ rhy) xp (y) 

a rj 

95. J« = / F(y) sin — -^^^^ dy 

V 

Für die so bestimmten Werthe der Koeffizienten ist nach No. 89. für 

96. / F(x)dJC 



ß 



Gesetzt nun die Gleichung 7p(y) ==; x habe zwei Auflösungen y^ und 
y^ (wenn mehrere vorhanden sind, nehmen wir zwei derselben), so 
besitzt auch die Gleichung tp(y)=:Q zwei Wurzeln t;, und 7]^', diess 
giebt zwei verschiedene Koeffizientenbestimmungen , nämlich 

^ Py \ Py 

Vi 

y, , . nTcxlj(y) , 



und 



" Py 1 fr. 
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n 2 r 

nrt ß 



\y)sin ,\^ - dy 



imd ebenso hat man auch die beiden Reihenentwickelunsjeii 



/' 



F{x)dx 



==4-io+ill cos-— 7— +A2C0S---y~'hAoC0S-——r + ,, 



lind 



/ 



^2 



Subtrahiren wir die eiste Gleichung von der zweiten und setzen 
97. / F{x)dx 



/'i'a 



'^ ^ ^ t^(r) ^(y) ^(r) 

so haben wir für die Koeffizienten P folgende Werthe 

n I 

i 11 

d. i. vermöge der Werthe von -^Aq und -|-i() 

98. :Lp^^-}-r§y^iy)dy 

Vi 

ferner ähnhch für Pn 






99. P,.= £, fJly^sin'^ä, 



Vi 

Da hier j^ noch willkührHch ist, so wählen wir es der Art, dass i^iy) 
dadurch seinen grössten positiven Werth M erhält, von dem wir vor- 
aussetzen, dass er nicht unendlich sei; wir haben dann die Entwicke- 
lungsformel 



39 



100. / F{x)dx 



/*y2 

Vi 



1 f* . r> TT^ , „ 271X , „ 3ti:x , 

M > jf^ 
worin die Koeffizienten P mittelst der Formeln 

101. \K^~ rFly)xp{y)dy 

Vi 

bestimmt werden. Unter tj^ und /^a verstehen wir wie immer zwei 
Wurzeln der Gleichung \p (y) = 0. 

IL Genau dieselben Substitutionen und kleinen Transformationen 
sind auf die Gleichungen 9L und 92. anwendbar; man findet so 






Vi Vi 



+ ÖiS2^i-^+ 02««^-^ +Ö3sm-^ + .... 

M> X >0 
wobei die Koeffizienten Q mit Hülfe der Formel 

2 PJ}j , 7171 xpiy) , 

ZU bestimmen sind. 

Hl. Man wird vielleicht ein paar Beispiele hierzu nicht ungern 
sehen. Sei daher zunächst 

so ist ^1=0, ri^^ 1; das Maximum itf von \\){y) tritt ein für y^\ 
und ist M=l. Die beiden ümkehrungen von xp(y)—JC lassen sich 
in diesem Falle angeben nämlich 

105. y,=^.-^{l-yjl^ 
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106, y^=i(i-|->/I=^ 

Setzen wir ferner die willkührliche Funktion F(x) = af'~^: (1— <»), so 
haben wir nach Formel 100. 

/•Vi i^ia+Vi=^ 
y i(i-VI^ 

= -^Po 4-Pi cos TT^ 4- Picos^nx + Pg cos 3;ra: -f- . • • • 
l>a;>0 
und hier ist die Koeffizientenbestimmung folgende: 

108. -i-P„=4 / ^—-ya-y)dy=: ^ 






(tt+I 

ferner : 



1 
P„ = A / /^ sm [4n7r . ^ ( \—'^)\ du 



und wenn wir für den Sinus die gleichgeltende Reihe 
substituiren , so wird 

^"^^^^^ (2fc+i)' J y'''-"'('-yy''^y 

Der Werth des Integrales für sich ist 

r(^t+2fc+l)r(2fc+l) 
r(/t+4ft+2) 
^ ^tt (^+1) (^+2) . . . (fi+2k) . (2fc)' 
itt(^<-}-l)(;tt+2)...(|W+4Är4-l) 

_ (2fc)' 



(fci-2k-\-l)(^i+2]c+2) . . . Ot+4fc+l ) 
und hieraus ergiebt sich für P„ der Werth : 

p _ 2 (—1)* (4w?r)«+i 



WTT 2fc-fl ' (^i-2k-\-l){fi-i-2k+2)-\-...{fc+ik+l) 
oder auch wenn man das Summenzeichen auflöst 



109. n=BJj- 



41 

_1 (^7my 

(^ + 1) 3.(^+3) (^+4)(^+5) 
(4n7r)^ 



• 5.(^t+5)(/i+6)....(^t+9) •• ) 
Durch die Formeln 108. und 109. sind nun die in der Gleichung 
107. vorkommenden Koeffizienten vollkommen bestimmt. 

Ein zweites nicht uninteressantes Beispiel bilden die Annahmen 

xp(y) = ye-y, F(l/)= y 

hier ist f]^ = Q^ ^2=^ ^^^ ^^^ Maximum M tritt für y=l ein, 

nämlich illf= — . Nach Formel 100. ist nun für — :^^^0 
e e — = 

110. 



/Vi 



Vi 

==^Pq + Pi cos Ttex + P2 cos 2Tcex + P3 cos ^Ttex + , 
und für die Koeffizienten haben wir folgende Werthe 

^00 



111- 

* 






QO 

— sin{nTV y e~y) dy 

y 





oder wenn man den Sinus entwickelt und jedes einzelne Glied inte- 
grirt : 

112 p ~2elJL_i!^!^-i-i!^!^_ l 

112. p,_2C^y-2l--^-^+ g g5 -••[ 

Die in den Formeln 110., 111. und 112. gegebene Berechnung 
eines bestimmten Integrales ist in so fern bemerkenswerth , als sie die 
Entwickelung zweier Integrallogarithmen darstellt, indem die Gleichung 



/ 



2/2 

X 



Vi 

vermöge der Definition des Integrallogarithmus statt findet. 
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Ebenso leicht wird man Beispiele für das Theorem in No. 11. 
bilden, wobei man nur berücksichtigen muss, dass zur Convergenz der 
Reihe die Endlichkeit des Integrales 



/' 



'^2 

F{x) dx 



Vi 

hinreichend und nothwendig ist. 

§• 9. 
Obschon die Entwickelungen, die wir bishergegeben haben, eine 
Allgemeinheit besitzen, welche für die meisten praktischen Anwendun- 
gen hinreicht, so können wir doch noch einen Schritt weiter gehen 
und auch die letzte stattfindende Beschränkung wegschaffen. Es gel- 
ten nämlich die bisherigen Formeln nur für wesentlich positive x, was 
darin seinen Grund hat, dass die Reihenentwickelungen 

y(a;)=:-i-io + ii cos — + A^cos -^ + . . , 

« . ^J^ . n . 27VX , 

cp(x)zrzBiSin — + B^rSin— -f- 



c " c 

von denen wir ausgingen, selbst nur für positive x richtig bleiben, 
für negative JC dagegen blos dann gelten, wenn entweder zufällig 

q)(. x)=:cp{-^x) oder q)( — x) ^ — cp(x) ist. Ob aber eine dieser 

Eigenschaften statt findet, lässt sich, da 9(0?) als Umkehrung von 
xU(y) erscheint, im Allgemeinen nicht entscheiden, wenn nicht, wie 
z. B. beim Repler'schen Probleme, besonders glückliche Umstände ein- 
treten. Wir geben daher noch eine Entwickelung , welche auf positive 
und negative a: gleichförmig passt, und nehmen dabei unsern Auslauf 
von der bekannten Formel 

113. F(.r)~-|-^ + iiCOs — + ^2^03—-+-. 

c c 

. ^^ j ,. . 27ra; . 
-\- Bi sm— -f- 02 stn — -- -+-•••• 

welche für alle in dem Intervalle x^ — c bis x = + c begriffene x 
gilt, sobald die Koeffizienten A und B mittelst der Formeln 

1 /^^, , nitx , 
114. An=^ — / Fi^)ms — dy 



1 /^' , nitjc 
^^ =- — 1 Fi^) ms — ( 
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115. Bn = — I F(x)sin^^ dJC 

bestimmt werden. Die Anwendung hiervon ist folgende; 

Es sei wieder jcsssxpiy) und eine gegebene Funktion f(y) der 
umgekehrten Funktion ^ = g) (x) zu entwickeln. Wir setzen dann 
das vorige F(x)= f[q){x)] = fOj) und haben 






f(y) cos —^ dx 



— c 
c 



f{y) Sin- — dx* 



Durch partielle Integration ist nun gleich wie früher 



/' 



f(iy)cos dx 



itn' c UTt § I ^' c 

woraus sich An durch Multiplikation mit — und Einführung der Grän- 

c 

zen a; = c, ^ = — c ergiebt. Hierbei ist aber c beliebig und dem 
nach leicht zu erhalten, wenn man in der Gleichung \p{y)=^x dem«/ 
einen willkührlichen Werth y der Art ertheilt, dass ein positiver Werth 
von JC herauskommt; diesen speziellen Werth von x nennen wir nach- 
her c, und so entspricht der oberen Integrationsgränze a? = c die In- 
tegrationsgränze y = y. Um die Integrationsgränze für y zu finden, 
brauchen wir nur zu bemerken, dass x = — c = — i//(y) oder 
ip(y)=z—ifj(y) sein soll, also die untere Integrationsgränze, die etwa 
y heissen möge , eine Wurzel der Gleichung xp(y) =z — ip (y) sein 
muss. Nach diesen Bemerkungen ist nun, wenn f(y) weder für ?/=y 
noch für y = yunendUch wird, 



r„fr^ 



IIB. ^ = -- / f(y),i,'a^ d, 

nn I ' ^^^ ijj(y) ^ 
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und ebenso leicht findet man für -^^^ und B„ die Formeln 

r 

^ nu J * ^' i//(y) 
y 
wobei also festzuhalten ist, dass y vvillkührlich bleibt, aber i//(y) po- 
sitiv ausfallen und "7 eine Wurzel der Gleichung ip (y) =z — ip (y) sein 
muss. Für die so bestimmten Koeffizienten gilt die Entwickelung 

unter der Bedingung c^x^ — c 'd. h. tpiy) !>x>' — ilj(y). 

Da man berechtigt ist, für y alle Wurzeln der Gleichung tp(y) 
= — tp(y) zu setzen, so giebt die Formel wieder sämmtliche ümkeh- 
rungen der Gleichung a: = xlj(y). 



Etwas bequemer wird die Formel noch, wenn man 

Y 
setzt, wodurch man zunächst erhält 

fQ/) = ^Ao+A, cos —^ + A,cos— +... 
oder durch Summirung der mittleren Reihe 

119 f(y)^ f{r)-f(7) ^ _. 1 ^ 
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^(y) yj(y) V^(r) 



V'(r) V^(y) V^^y) " 

Um den Gebrauch dieser für ifj(y) ^x^ — ipiy) geltenden Formel 
an einem Beispiele zu zeigen, setzen wir f(y)=y und xp(y)=:yey. 
Geben wir dem y den willkürlichen speziellen positiven Werth y=^y, 
so wird xp{y)=yey und nun handelt es sich zunächst um die Be- 
stimmung von y, d, h. um Auflösung der transscendenten Gleichung 

ye^^z — yeV 
Man übersieht auf der Stelle, dass dieselbe keine positive Wurzel hat; 
nehmen wir daher y = — z, so wird 

was aber für kein reelles % mögUch ist, weil das Maximum von Äe~^ 

(nämlich — ) weniger als ye^' beträgt. Setzen wir daher «=«^-f-t;i, 

wo 1 wie gewöhnhch die imaginäre Einheit bezeichnet, so ist 

{n + vi) e~"" (co5 v — % sin ^;) = y e^ 
und durch Sonderung der reellen und imaginären Bestandtheile 

1 20. e~" (u cosv + v sinv) = yey 

121. e~'^{vcosv — usinv)=:(^ 

Die zweite Gleichung ist auf doppelte Weise erfüllbar, indem entweder 
der eine oder der andere Faktor zum Verschwinden gebracht wird. 
Wollte man aber e~^ durch die Annahme i^ = qo annulliren, so würde 
die erste Gleichung in = ye^ übergehen , was unrichtig ist und wir 
müssen daher 

V cos V — u sin v ^=^0 
setzen, woraus folgt 

122. ti — vcotv 

Durch Substitution hiervon verwandelt sich die Gleichung 121. in 

'D^—vcotv z=Lyey sinv. 
Nennen wir ß eine Wurzel derselben, so ergiebt sich aus 122. eine 
zugehörige Wurzel u~a und es ist nun z ~ a -}- ßi oder y = 
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— (a-^ßi) gefunden. Man kann sich hierbei eine wesenüiche Erleichte- 
rung dadurch verschaffen, dass man dem y einen Werth giebt, der 
den zugehörigen Werth von ß sogleich erkennen lässt. Nehmen wir 

7t 

z, B. für y die reelle Wurzel der Gleichung yeyt=:,—, so wird die 
vorige Gleichung einfacher 

7t 

und dieser genügt ü=+ -^, woraus nachher u = und y ^= + -^i 
folgt. Eine Umkehrung der gegebenen Gleichung x-^^y^ wäre also, 
da Jetzt i/^(y)=-ö- ist, und für y = +-2"* 
123. 2, = (y_|.»)^ + -1.J« 

4" ^1 cös 2j7 + i2Cö^ 4a? + J13 cos 60? + .•., 

7t ^ \^ ^ 

und hier gelten für die Koeffizienten folgende Formeln • 



i Ä 1 / ! ^ -v 7t— ey + i 



7t 



wn I 

1 P' 

^ ^ / cc 



sin{2nyey)dy 



+ -— / cos{2nyey) dy 



7t 

worin also y die positive Wurzel der Gleichung yey=~ bedeutet» 

Führt man die angedeuteten Integrationen aus, so erhalten An und C„ 
complexe Werthe, wie es auch sein muss, weil die für y aufgestellte 
Doppelreihe zugleich für negative x gilt, denen keine reelle Umkeh- 
rung entspricht. 
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§ 10. 

Es giebt noch eine zweite Form , unter der sich die Umkehrun- 
gen einer gegebenen Funktion darstellen lassen und die dadurch be- 
merkenswerth ist, dass sie nicht in einer Reihenentwickelung, sondern 
in einer Integration zwischen gewissen Gränzen besteht. Wir werden 
nämhch zeigen, dass die Umkehrung der Gleichung s—ipCy) jederzeit 
durch Integrale von den Formen 



Ucoswudu oder / V 



OD 

siti XU du 



^0 ^0 

ausgedrückt werden kann, wobei J7 und F von u allein abhängen und 
X constant bleibt in Beziehung auf die nacli u auszuführende Integra- 
tion. Diese Darstellungsweise bietet den Vortheil, y in geschlossener 
Form zu geben, die namentlich da, wo mit y noch anderweite Ope- 
rationen vorgenommen werden sollen, ungleich bequemer und handli- 
cher ist, als eine unendliche Reihe. Wir stützen uns bei dieser Ent- 
wickelung zunächst auf die beiden von Fourier gegebenen Formeln 

F(a?)== -^ / cos XU du / F{t)cosutdt 



)== — / cosxu du j F 



> X > 



und 



2 /^^ f 

F(x):=: — / sin XU du I F{t)sinutdt 

c > JJ- > 
in denen x als Constante anzusehen ist hinsichiUch der successiv.nach 
t und u auszuführenden Integrationen. Da in einem bestimmten In- 
tegrale nichts darauf ankommt, mit welchem Buchstaben man diejenige 
Variable bezeichnet, in Bezug auf welche integrirt wird, so kann man 
die beiden obigen Formeln auch in nachstehender Gestalt darstellen 

iF(x)^ — / cosxu du I Fix) cosiix dx 
124. ( '^'^ ^ 

\ c > X >0 
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und 

F(a?) = — / sin XU du / F{x)sinuxdx 

c > a; > 

und hat dabei nur fest zu halten, dass zuerst in Beziehung auf x in- 
tegrirt wird bei constant gelassenem «i und nachher in Beziehung auf 
u bei constantem a?. 

Sei nun wieder x^=\p{y) die gegebene Funktion und daraus 
f{y)r=z f[q){x)\ zu entwickeln, so setzen wir das obige F(a7) 
= /[^(a?)] = /(?/) und haben 

/ F{x)cosuxdx = j f(y)cosux dx 

SlWi U CO 1 # 

= f(y) —^ — / r(y)sin\utp(y)]dy 

Durch Einführung der Integrationsgränzen x = c und ^ = , denen 
wie früher die Werthe «/ = y und 2/==^ entsprechen mögen, wird jetzt 
unter der Voraussetzung, dass f(r]) nicht unendlich ist, 

/ F{x)cosuxdx=zf(y) ü^_— 1 f{y)sin[mjj(iy)]dy 

und wenn wir diess in die Formel 124. substituiren 

F{x) d. h. f{y) 

Nach einem sehr bekannten Satze ist das erste Integral = --, Solan- 
as 

ge a? > c bleibt; diese Bedingung ist hier in der That erfüllt und 

wir haben daher die schöne ümkehrungsformel 



f{y) —^ ~ / f \y)dy ««^^^ 



49 

^00 



/ 2 / cos XU ff 

Y(y) = f(y)-— I —^ du / r(y)sm[uxp(ij)]dy. 
126. / t-/, ^ 

] V 

\ V^(y) > CG >o 

Ganz ähnlich gestaltet sich die Behandlung des zweiten Fourier'schen 
Theoremes. Unter denselben Voraussetzungen ist nämlich 

/ F{dc) sinux dx = / f(y) sinux dx 



^, . COSUX , X. # ,y / X 7 

= ~ /^(^) ~"::r~' + 17 / f(y) dycosux 



-=-f(y) '^+^ I riy)cos[u^{y)'\dy 

Durch Einführung der Integrationsgränzen a? = c und a? == , denen 
y=y und «/ = ?y entsprechen , wird hieraus 



/ 



r»/ N . 7 ^, .COS\lC , ^/ V 1 

F{x) sinux dx = — f(y) + f{7]) — 



-ß' 



+ '17 I f ^y^ ^^^ t^ ^P ^y^^ dy 



u 
und nun giebt die Substitution in No. 125 



F(a;) d. h. /(t/) = - — /(y) y ^^^ du + ^ririy - 

2 ^ * siu Xu § 



du 



+' 



Das erste Integral verschwindet bekanntUch, weil a? <" c ist und da- 
her fällt der erste Ausdruck weg, wenn /(y) nicht unendUch wird; 

das zweite Integral hat für as •< den Werth -^ und so bleibt 

\fhl)=^m^% r~-du ff'(y)coslutlj(y-)]du 
127. < ^^ J "^ J 

tpiy)>a;>0. 
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In beiden Formeln 126, und 127. ist wie früher y beliebig, aber 
xp (y) muss positiv und r/ eine Wurzel der Gleichung tp(y) = sein. 
Setzt man für t] der Reihe nach sämmtliche Wurzeln dieser Gleichung, 
so bekommt man die verschiedenen Umkehrungen der Gleichung 
x=ip(y). Die Grösse y wählt man am Vortheilhaftesten so, dass 
^(y) dadurch sein Maximum erhält. 

§. 11. 

Die soeben entwickelten Formeln gestatten ganz dieselben An- 
wendungen, wie die ihnen völlig analogen Reihenentwickelungen in 
den §§. 7 und 9. Nehmen wir z. B. sehr einfach f(y) = y und 
\p(y)=: y^e^, so ist /;> == und wir haben nach Formel 126. 

128. 2/ == y^ß^ — J- f ~^du rlm\uy^'eAäxi 

«^ 

wo sich die auf y bezügliche Integration leicht ausführen lässt, sobald 
II eine ganze positive Zahl ist. Die Formel 127. giebt ähnlich 

,r.rt 2 / ünxu , / ( » ) , 
129. ^=— / au I cosjuyf^ey }dy 



Wäre dagegen xp (y) = yf^e-^^y so kann t] ebensowohl = als = oo 
sein und wir erhalten daher zwei Umkehrungen y^ und «/g- Nehmen 

wir y = /w, wodurch ^(y) sein Maximum f— j = M erhält, so ist 

Jetzt nach 126. 

,^^ 2 / COSXU , / . ^ „ 

130. yi^sfi / du / sin[uy^e'-^]dy 



-.«". I 2 i COSXU j / . ,- ,, 

131. y2^^+- J -^p-^^ / 52^i[^«y'''e-y](fi/ 



und ähnlich nach No. 127. 

\dy 



2 /" ^ /^^ 

132. ^i = — / stnxu du i cos[uyf^e'-y]i 
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133. ^2 = ^ 



— / -— — / cos [Mi/^e-^] rfj/ 



Hier ist jedoch die letzte Formel unbrauchbar, weil das Integral 

unendlich wird, wodurch sich die rechte Seite von No. 133. auf das 
nichtssagende Resultat oo — oo reducirt; man muss sich daher an die 
Formeln 130. und 131. halten. 

Subtrahirt man No. 130. und 131., so wird 
134. ^2 — y^ 

s- --. / ^_f — f ^2^ ) / sin[uyf^e^] dy + / smluyf^e-y] dy i 

^ ^ 

COS XU j / . r a «i j' 

-du / sin[uyre''y] dy 





Man hat aber weiter 







sinluy^e^] dy 





lMi"+i 3\33i"+i 5'.5^"-^i 



Setzen wir nun zur Abkürzung 

135 u^ r(^+i) u^r(3fi+i) u'r(5fi+i) 

lM^+1 3\33*"+i 5'.55'"+^ 

so giebt jetzt die Substitution in No. 134. 

2 /^"^ 

136. t/2— 2/i=— i Ucosxudu 

für ^ = 1 z. B. erhält (7 den sehr einfachen Werth 
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n^ . w* 



1^ 34 ^ 56 78 "T---- 

Setzen wir überhaupt allgemeiner voraus, dass die Gleichung !/;(«/) = 
zwei reelle Wurzeln «/ = ?/i und 1/ = 7^2 habe, so ist in No. 126. 

/(2/2)=+- I ^-^—Au J f'iy)dniu^iy)]dy 

y 
woraus man ähnlich wie vorhin durch Subtraktion erhält: 

137. f{y^)-f(y^-)=^ / ''ll^dnj f'\y)sm[uxpiy)-\dy 

Eine ganz analöge Formel würde man aus der Gleichung 127. ablei- 
ten können, nämhch 

138. nyd-f(yi)==f('ni)-f(Jix) 

2 / sin XU y ^2 

— ~ / —^^^ I f(y)(^os[u\p{y)]dy 

sie ist aber etwas unbequemer, weil sie sich leicht auf das triviale 
Resultat f(y2) — /"(2/1) = ao — oo reduciren kann* 



Setzen wir endlich noch 

f(y) = / F(x)dx 



von F(x) eine willkürliche Funktion von x bedeutet, so gehen die 
Gleichungen 137. und 138. in die folgenden über: 



Vt 
7t I ^-—^du l F{y)sin[u\p{y)}d^ 



139. / Fix)dx 

Vi 



Vi 

und 
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F{x)dx== I F{jc)dx 

Vi Vi 

— — / ^-^^^^du / F(y)cos[utp(y)]dy, 

^ Vi 

wobei die erste Formel in der Regel brauchbarer sein wird als die 
zweite, weil die zwischen den Gränzen rj^ und rj^ genommenen Inte- 
grale leicht unendlich werden können. Beide Formeln sind aber in 
sofern von Werth, als durch sie die bisher noch nicht behandelte 
Aufgabe gelöst wird: ein bestimmtes Integral, dessen Inte- 
grationsgränzen nicht unmittelbar, sondern durch eine 
Funktionsgleichung gegeben sind, auf andere Integrale 
zurückzuführen, deren Gränzen nicht mehr durch eine 
Funktionsgleichung bestimmt werden. Dass hier eine sol- 
che Reduktion in der That geleistet ist, erhellt daraus, dass y^ und 
2/2 Wurzeln einer hteralen oder Funktionsgleichung sind, die sich nach 
bekannten Methoden finden lassen*). 

§. 12- 
Man kann sich endhch noch der ebenfalls von Fourier angegebe- 
nen für c > ^ > — c geltenden Formel 



141. F{x)=:— I du I F(t)cosu{x—Odt 

zur Umkehrung der Funktion x-=\p{y) bedienen und kommt dabei zu 
dem allgemeinsten Resultate , weil man hier nicht auf positive Werthe 
von X beschränkt ist. Wir geben zuerst der obigen Formel die fol- 
gende Gestalt: 

1 /^^ po 

142. Fix) = — / cos XU du / F(t) cos ut dt 



*) M. s. die schöne Arbeit von Dr. M, Stern: lieber die Auflösung transscen- 
denter Gleichungen. 



1 c^ P' 

-l / sinxuAv, I F(t)si\ 
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sin nt dt 



und betrachten die beiden Doppelintegrale vor der Hand einzeln, in- 
dem wir zugleich x für t schreiben , was bekanntlich erlaubt ist. 

Für x = ilJ (y), umgekehrt y=:(p{x) und f{y) n= f[(p (x)] = F{x) 
ist nun ganz wie in §. 10. 

F{x)cosuxdx 



ß 

sinux 1^ /^, 



- fiy)'-^^^^-- I f(y)^in{n^mäy 



und 



/' 



F(x) sinux dx 



= - f{y) ^ + ^ //' iy) cos lu xp (2/)] dy 

und wenn wir die Integrationsgränzen o? = c , o? = — c einführen, de- 
nen die Werthe i/=y und "7 entsprechen mögen 



F{x)cosuxdx 






und 



F(x) sinux dx 



y 

Hieraus ergiebt sich weiter, wenn wir wieder t für x schreiben, die 
erste Gleichung mit cosxudu, die zweite mit sinxudu multipliziren 
und in Beziehung auf u zwischen den Gränzen u =0 , u = oo inte- 
griren 
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/•OD r^c 



— c 



und 



sm XU du i F it) sin ut dt 

) 

siyi XU § 

—^ du i fiy) cos [uyj (tj)] dy 

Weil nun c >» ^ ist, so haben wir nach bekannten Sätzen 

QO 



— C 



) f,—\ fr ,\\ f^coscusinxu , 







sincucosxu , ^ 

u 2 



/OD 
CQscn sinxu , j. 



und mithin vereinfachen sich die vorigen Gleichungen, wenn man noch 
mit — multiplizirt , folgendermaassen 

1 P"^ P' 

143. — / cosxudu ff F(t)cosutdt 



und 
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1 n^ nt 

144. — / %inxnän f F{t) sinnt dt 

= ;^ / —^ ^^ I f(y)(^osbitp(y)]dy. 
^ 7 

Die Summe dieser Gleichungen giebt Fix) oder f(y) und so gelangen 
wir zu der Formel 



^r^ß 



+ :^ / 17 / /"' ^2/) ««^^^ [^— V^ (2/)] ^2/ 



wobei nur festzuhalten ist, dass y willkührlich gewählt werden darf, 
y aber eine Wurzel der Gleichung ip{y) z=z — 'ip (y) sein muss. Die 
Umkehrungsformel gilt so lange, als x zwischen den Gränzen ^piy) 
und ipCy) = — ^(y) enthalten ist und sie bezieht sich demnach 
gleichförmig auf positive wie negative jc. Demnach können wir sie 
als die bis jetzt allgemeinste Umkehrungsformel der Gleichung oo^ipiy) 
bezeichnen. 



Druckfehler, 
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